Cours Sainte Marie de Hann 2017-2018
M. SARR TS2

Série : Nombres complexes

Exercice 1 :
1) Donner la forme algébrique des nombres complexes suivants :

1+ i\2 24+ D) +i z—3i
n=@-30% n=(10); m=CTD0ED

- - A - avec z = x + iy;
1—-1 i—1 T2+ 2i y
2i 1+
Zg = T T
2—-3i i+2

2) Déterminer le module puis le conjugué des nombres complexes suivants :

fm 145 7= (V24 W) + )V ) 73 = (14 0% 7y = L ST

Exercice 2 : Le plan est muni d’un repére orthonormé direct.

1) Déterminer puis construire I'ensemble des points M d’affixe z vérifiant :
Qlz—3l=z+il;b) liz+3|=|z+4+i; c) |z‘+§i| =3;d)|z—7+i| =2;
e)|lz—2+i|=1|z+5 - 2i|

2) Pour tout nombre complexe z # —1 + 2i, on pose Z = % Déterminer 'ensemble des

points M d’affixe z telsque: a) |Z| = 1; b) |Z| = 2;c) Z soit un réel ;
d) Z soit un imaginaire pur.

3) Pour tout nombre complexe z # i, on pose Z = j—ti Déterminer I'ensemble des points M
d’affixe ztelsque:a)Z €RZ; b) ZER]; ¢) Z€IR

Exercice 3 :
1) Déterminer un argument de chacun des nombres complexes suivants :
1-iV3
a=(-1-0% b=-1+4+iV3; c=i—-+3;d= 5 e=1+)(V3+i)f=-3i
2) Onpose:z, = ‘/g;iﬁ, z,=1—ietz;= j—l, déterminer un argument de z;, z, et z;. En déduire
2

51 . 5w
les valeurs exactes de cos 'y et sin—

3) On considére les nombre complexes: a=1—i;b=1—iV3etZ = 2—4
a) Déterminer une écriture trigonométrique de Z

b) Déterminer une écriture cartésienne de Z. En déduire cos % et sinlﬂ—2

c) Calculer Z1? et 72018

d) Pour quelles valeurs de I’entier naturel n : 1) Z™ est un réel ? 2) Z™ est un imaginaire pur ?

Exercice 4 :
1) Donner une forme trigonométrique des nombres complexes suivants :
_i)5 .37
a)z = (1-0) z; b)=({1+ie"r;c)z=-5 (cos4—n— isin4—n); d) z = sinf + icosH, 0 € |—m; m]
(1-iV3) 9 9

2) Déterminer une forme exponentielle des complexes suivants:
a

.TT .51
a)a=-2¢e3, b)b=1—-iV3, ¢) c=+3e""6, e)e=ab, f) f =b> g) g=abc, h) h=-

Exercice 5:

1) Résoudre dans C les équations suivantes.
a)Z=i—z b)2z+zZ=i—2z c)z*=|z], d) 2z22—-62z2+5=0, e) z*+822+9=0

2) Résoudre dans C? les systémes suivants.

{3z+z’=5+2i b){(1+i)z+(1—i)z’=2+i
—z+iz =1-i 3z—2iz' =4—i

3) Résoudre chacune des équations suivantes sachant qu’elle admet une solution réelle :
a) 22— (1+Dz°-2(1+i)z+8=0; b) iz>+(B3-5)z2+(16—-2i)z+20—-24i=0
4) Résoudre chacune des équations suivantes sachant qu’elle admet une solution imaginaire pure :
a) z2—(B+4+4i)z2—6(3—-20)z+18i=0; b)z3+(—1+4+5i)z2—(7+4i)z+3-3i=0
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Exercice 6 :
1) On pose : P(z) = z* — 623 + 2322 — 34z + 26
a)Montrer que V a € C, P(@) = P(a).
En déduire que si & est une racine de P alors @ est une racine de P.
b) Calculer P(1 + i). En déduire deux racines de P.
c) Mettre P(z) sous f d’un produit de deux polynémes du second degré a coefficient réels.
c) Résoudre dans C I'équation P(z) = 0.

2) Soit 6 € ]0; g[ On considére I'équation (E) : z2 — (2sin8)z+1 =0

a) Résoudre I’équation (E)
b) Montrer que les images des solutions de (E) appartiennent au cercle trigonométrique.

Exercice 7 :
1) Résoudre dans C I'équation : z3 =1

3
2) Développer (\/E - i\/f)
_ z s )z . .3 1
3) Enposant u = NN résoudre I'équation , (E) : z° = 4\/7( 1-1)
4) Déterminer sous forme algébrique puis trigonométrique les solutions de (E).
5) En déduire les valeurs exactes de cos i—z et de sin i—z

Exercice 8 :
. i 0\ 2 ; .. (o) &
1) Soit 8 € IR, Montrer que: 1+ e'? = 2cos (E) e'z et 1 —e!® = 2isin (5) ez
AT LT
2) Endéduire I'écriture trigonométrique des complexes ; 1 +e'3, 1 —e's,

Exercice 9 :

.5
1) Vérifierquepourz =1, ona:1+z+z% + 23 + z* =11TZZ

27 . . 2T , .
2) Onsuppose que z = cos— + isin = déterminer les valeurs de :

21 41T 6T 8m . 2T . 4m . 6w . 8m
X =cos?+cos?+cos?+cos? ety = sm?+sm?+sm?+sm?

Exercice 10 :
On considere I'équation : (E): z3 — (3 +2i)z>+ (1 +4i)z+1—-2i=0
1) Déterminer la solution réel et la solution imaginaire pure de cette équation .
2) Résoudre I’équation (E).
3) Soient les points A, B, Cet D d’affixes respectives 1, i ,2+ietl+i
a) Quelle est la nature du triangle ABC ?
b) Démontrer que les points A, B, C et D sont situés sur un méme cercle dont on précisera le centre
et le rayon.

Exercice 11 :
Soit P(z) = z3 — (i + 2icosa)z? — (1 + cosa)?z + i(1 + cos?a) ot a est unréel tel que 0 < a < g
On note para, b et c les trois racines de P.
1) Sanscalculera, b et ¢ ,calculer:S=a+b+c; S'"=ab+bc+ca et Il =abc
2) Sachant que la somme de deux de ces racines est égale a 2icosa, utiliser les résultats précédents
pour résoudre I'équation P(z) = 0.

Exercice 12 :
Soit I'équation (E): z5—1 =0
1) Résoudre I'équation (E).
2) Démontrer que la somme des solutions de (E) est nulle. En déduire que COSZ?H + cos%ﬂ = — %

. 2 . )l .
3) Démontrer que cos?n est solution de I'équation 4x2 +2x —1 =0

. . 27
4) En déduire la valeur exacte cos— .
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